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Abstract. This paper is concerned with parametric curves and surfaces definitions, such as singular
point and regular point and their application in OpenCascade. The two most common methods of
representing curves and surfaces in geometric modeling are implicit equations and parametric
functions. Successful geometric modeling is done using both techniques. When you use parametric
functions to represent curves and surfaces, you need to pay attention for the characteristic of it, such
as singularity of parametric functions.
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1. Introduction
在几何造型中，两种最常用的曲线曲面表示方法是隐式表示（Implicit equations）和参数

表示（Parametric functions）。其中参数表示由于构造简单、计算容易、数值稳定等特点而
流行于世并成为几何造型的主要方法之一。相比于参数曲线曲面，隐式表示法同样具有自身

的优势，如判定点是否位于曲面上很方便。在几何造型内核 OpenCascade中，主要也是采用
参数表示法来表示曲线曲面，因为有理、非有理 B样条曲线曲面及 Bezier曲线曲面都是参
数表示的。本文主要结合 OpenCascade对参数表示的曲线曲面一些性质进行说明，如因参数
化引起的奇异性的处理等，学习如何将数学定义应用到实际程序中的思想。
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2. Preliminaries

2.1 Parametric Curves
根据向量函数的概念，空间中一条曲线可以表示为参数 t的向量函数，
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曲线的这种表示方法称为曲线的参数表示，[a, b]称之为参数域。给定了一个具体的曲线方
程，称之为给定了一个曲线的参数化。显然，同一条曲线的参数化可能是不同的。如果，
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称为曲线 p(t)在 t=t0是正则的，则 p(t0)称为曲线的正则点（Regular Point）。由上式，点
p(t0)为正则点的充要条件为 x(t0), y(t0), z(t0)的导数不同时为零。若曲线 p(t)的所有点都是正则
点，就称曲线 p(t)为正则曲线。非正则的点称为奇点（Singular Point）。值得注意的是，同
一条曲线上的一个点，在某些参数化下为正则点，但是在另外的参数化下可能不是正则点。

例如直线：
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为正则曲线，没有奇点。而直线：
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表示为同一直线，但是它在以下情况下有两个奇点：

10/)5(
10/)5(



tt
tt

如果曲线 p(t)的所有分量函数 x(t), y(t), z(t)的 k阶导数存在且连续，并且曲线 p(t)是正则曲
线，则称曲线属于 Ck类的。
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2.2 Parametric Surfaces
用两个变量 u, v的向量函数 p(u,v)描述的曲面称为曲面的参数表示。
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参数 u,v通常的变化区间为 uv平面上的一个矩形区域。如果图 2.2.1所示为从参数空间到三
维实向量空间（即模型空间）的映射。给定了曲面的参数方程就给定了曲面的一个参数化，

也决定了参数域[u1, u2]和[v1, v2]上的点与曲面上点的对应关系。显然曲面的参数化也不是
唯一的。

Figure 2.2.1 Parametric Surface
如果固定一个参数，例如 v=v0，那么 p(u, v0)为单参数 u的向量函数，它表示曲面上的一

条曲线，称为等参线（Isoparametric curve）或 u曲线（u constant Isoparametric curve）。显
然曲面 p(u, v)上存在两簇等参线即一簇 u线和一簇 v线。如图 2.2.2所示：

Figure 2.2.2 Parametric surface and Isoparametric curves
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曲面上的点 p(u0,v0)沿 u和 v线方向的切向量分别为：
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如果切向量 pu(u0,v0)和 pv(u0,v0)不平行，即：
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则称点 p(u0,v0)为曲面的正则点（Regular Point），否则称为奇点（Singular Point）。如

果曲面 p(u,v)上所有点都是正则点，即曲面上每点都存在法向量，就称这样的参数化曲面为
正则的。

Figure 2.2.3 Tangents on a surface

曲面上过任意点 p的切向量为上述两个偏导数的线性组合，因此其切线位于这两个向量
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所张成的平面内，如图 2.2.3所示。这个平面称为曲面在点 p的切平面。称过点 p且垂直于
该点切平面的直线为法线，与两个切向量满足右手法则，法向量为这两个向量的叉乘：

dv
dP

du
dPN 

曲面上任意点处的法向量如图 2.2.4所示：

Figure 2.2.4 Normal on a surface
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3. Advantages of Parametric Functions
3.1 有界性 Bounded

参数表示法易于规定曲线曲面的范围。在参数表示形式中，曲线曲面的有界性由参数区

间的有界性自然得到。另一方面，无界的几何元素如直线，利用参数方法表示也是不方便

的。OpenCascade的拓朴结构中 TopoDS_Edge和 TopoDS_Face包含的几何元素都是有界
的，主要是因为其中的几何曲线曲面是参数表示的。

Geom_Curve

+FirstParameter()
+LastParameter()

Geom_Surface

+Bounds(u1, u2, v1, v2)

Figure 3.1 Get bound of parametric curve and surface

3.2 有向性 Orientation

曲线的参数表示同时给出了曲线的一个方向（natural direction），如设 a≤u≤b，曲线
C(u)方向为从 C(a)到 C(b)。对于曲面而言，方向为曲面的法向。

在 OpenCascade中使用枚举 TopAbs_Orientation定义了方向的几中类型。若拓朴边的朝
向为 TopAbs_FORWARD，则表示边的的逻辑方向与参数曲线的 natural direction相同；若为
TopAbs_REVERSED，则表示逻辑方向与参数曲线的 natural direction相反。类似地，若拓朴
面的朝向为 TopAbs_FORWARD，则面的朝向与参数曲面的法向相同；若面的朝向为
TopAbs_REVERSED，则面的朝向与参数曲面的法向相反。

TopoDS_Shape

+Orientation()
+Oriented()

Figure 3.2 Orientation of TopoDS_Shape

3.3 易于计算 Easy to Evaluate Value

参数曲线曲面上点的计算很简单，只需要根据参数直接可计算出曲线曲面上的点。计算

曲线曲面上点的切向量等也很方便。

Geom_Curve

+FirstParameter()
+LastParameter()
+gp_Pnt Value(u)
+gp_Vec DN(u, N)

Geom_Surface

+Bounds(u1, u2, v1, v2)
+gp_Pnt Value(u, v)
+gp_Vec DN(u, v, Nu, Nv)

Figure 3.3 Get point on parametric curve and surface

3.4 易于分段描述 Piecewise Curves and Surfaces

3.5 直观自然 Natural for Designing and Representing Shape

在用计算机进行形状设计和表示时，参数形式更直观、自然。在很多参数表示形式中，

如 Bezier和 B样条系统具有相当重要的几何意义。这导致直观的设计方法和具有几何特
色、数值稳定的算法。
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4. Disadvantages of Parametric Functions
任何事物都不是完美的，既存在有利的一面，也存在不利的一面，参数表示法也不例

外。因此也有人对参数表示与隐式表示之间的转换进行了研究，以便在适当的情况下选择更

适合的计算方式。

4.1 判断点是否在曲线曲面上 Determine if a point is on the curve or surface

当计算曲线曲面上的点时，采用隐式表示形式是困难的，用参数表示就很容易；但当给

定一个点，要判断它是否在曲线或曲面上时，采用参数形式很困难，但是使用隐式给示就很

容易。

尽管用参数表示不易判断点是否在曲线曲面上，在 OpenCascade中也只能在一定的偏差
范围 Tolerance内来判定点是否在参数曲线曲面上。类 GeomLib_Tool提供了相关的功能：

GeomLib_Tool

+Parameter(Curve)
+Parameter(Surface)
+Parameter(2dCurve)

Figure 4.1 Compute the parameters of a given point for curve and surface

4.2 处理参数化引起的奇异性 Deal with parametric anomalies

当采用参数形式时，经常需要处理由参数化引起的奇异性（Singularity），而这种奇异性
并不是由于本身的几何特性引起的。典型的例子是用参数表示的球面。按参数方程它的两个

极点是奇点，处理时需要特别注意。但在几何上，两个极点和球面上的其他点并无不同之

处。下面结合 OpenCascade中球面的参数方程进行说明。
在 OpenCascade中球面的参数方程为：

分别沿 u,v方向求偏导矢，即分别沿经线和纬线的速度矢量，得：
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曲面在一点处存在法矢及相应切平面是曲面的几何性质，与曲面的参数化无关。因此，尽管

不同的参数化会产生不同的偏导矢，但只要 u或 v方向上的切矢都不为零，则将 u,v的切矢
叉乘单位化后的法向是都是相同的。OpenCascade中的球面，对于所有的 u∈[0, 2π]有：
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即 Su在球面的北极和南极消失（为零矢量），对应 v=-π/2和 v=π/2时的两个边就分
别退化（Degenerated）成两个点。很明显，球面在两个极点的法矢确实是存在的，但在这
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种参数化之下，无法用上述方法来计算它的法向量。

Figure 4.2 Singularity of Sphere and its Degenerated Edges
OpenCascade中还有衔接边（Seam Edge）的概念。参数区域的矩形范围内的两个对边可

以映射成模型空间中的同一条边，这样的边就称为衔接边（Seam Edge）。矩形区域也可映
射成模型空间中的一个点，根据正则点和奇点的定义可知，这样的点为奇点（Singular
Point），对应的边为退化边（Degenerated Edge）。

Figure 4.3 Singularity of Cone and its Seam Edge
由曲线曲面的正则与奇异性定义来理解 OpenCascade中 Degenerated的意义。

//=======================================================================

//function : Degenerated

//purpose : Returns True if the edge is degenerated.

//=======================================================================

Standard_Boolean BRep_Tool::Degenerated(const TopoDS_Edge& E)

{

return (*((Handle(BRep_TEdge)*)&E.TShape()))->Degenerated();

}

下面通过程序来验证 OpenCascade中参数表示的球面的两个退化边的参数对应为 v=-π/2和
v=π/2。
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5. Code Demo
通过程序示例来说明 OpenCascade中参数表示的球面具有奇异性的两个退化边对应的参

数为 v=-π/2和 v=π/2。程序还演示了如何从拓朴子结构找到与其相关的父结构，如通过拓
朴边找到与其相关的面。

/*
* Copyright (c) 2014 eryar All Rights Reserved.
*
* File : Main.cpp
* Author : eryar@163.com
* Date : 2014-03-09 22:28
* Version : 1.0v
*
* Description : Test singularity of the sphere in OpenCascade.
*
*/

// OpenCascade library.
#define WNT
#include <TopoDS.hxx>
#include <TopExp.hxx>
#include <TopExp_Explorer.hxx>
#include <BRepPrimAPI_MakeSphere.hxx>

#include <TopTools_ListIteratorOfListOfShape.hxx>
#include <TopTools_IndexedDataMapOfShapeListOfShape.hxx>

#pragma comment(lib, "TKernel.lib")
#pragma comment(lib, "TKMath.lib")
#pragma comment(lib, "TKBRep.lib")
#pragma comment(lib, "TKTopAlgo.lib")
#pragma comment(lib, "TKPrim.lib")

/**
* @breif Find the face for the given edge, i.e the face which the given edge is on it.
*/
TopoDS_Face FindFaceOfEdge(const TopoDS_Shape& theShape, const TopoDS_Edge& theEdge)
{

TopoDS_Face theFace;

TopTools_IndexedDataMapOfShapeListOfShape theMap;
TopExp::MapShapesAndAncestors(theShape, TopAbs_EDGE, TopAbs_FACE, theMap);

const TopTools_ListOfShape& theFaces = theMap.FindFromKey(theEdge);
TopTools_ListIteratorOfListOfShape theIterator(theFaces);

for (theIterator.Initialize(theFaces); theIterator.More(); theIterator.Next())
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{
theFace = TopoDS::Face(theIterator.Value());

}

return theFace;
}

void TestSingularity(void)
{

TopoDS_Shape theSphere = BRepPrimAPI_MakeSphere(1.0);

for (TopExp_Explorer edgeExp(theSphere, TopAbs_EDGE); edgeExp.More(); edgeExp.Next())
{

const TopoDS_Edge anEdge = TopoDS::Edge(edgeExp.Current());

Standard_Real aFirst = 0.0;
Standard_Real aLast = 0.0;

gp_Pnt2d U1V1;
gp_Pnt2d U2V2;

Standard_Boolean IsDegenerated = BRep_Tool::Degenerated(anEdge);

BRep_Tool::Range(anEdge, aFirst, aLast);
BRep_Tool::UVPoints(anEdge, FindFaceOfEdge(theSphere, anEdge), U1V1, U2V2);

std::cout << "Edge is Degenerated: " << (IsDegenerated ? "True" : "False") << std::endl;
std::cout << "Edge parameters on face: " << std::endl;
std::cout << " (" << U1V1.X() << ", " << U1V1.Y() << ")" << std::endl;
std::cout << " (" << U2V2.X() << ", " << U2V2.Y() << ")" << std::endl;
std::cout << std::endl;

}
}

int main(int argc, char* argv[])
{

TestSingularity();

return 0;
}

程序输出结果如下所示：
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由上输出结果可知，当球上的边为退化边时，对应的参数 u∈[0, 2π]，v=-π/2和 v=π/2。
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6. Conclusions
本文通过参数曲线曲面的相关定义，来理解曲线曲面参数表示法的特性。通过正则点、

奇点的定义来理解参数表示法中存在的奇异现象。结合 OpenCascade中球面的参数方程，分
析其奇异性，进而去理解 OpenCascade中因奇异性导致的退化（Degenerated）现象的处理。
关于曲线曲面参数表示的奇异性的更多内容可以参考相关书籍。
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