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Abstract. Although polynomials offer many advantages, there exist a number of important curve
and surface types which cannot be represented precisely using polynomials, e.g., circles, ellipses,
hyperbolas, cylinders, cones, spheres, etc. So we introduce the concepts of rational curves and
homogeneous coordinates to solve the problem. To understand rational curves in a homogenous
coordinate system is more straightforward. If you define irrational Bezier curves in 4D space and
then project them back into 3D space, you obtain rational curves.
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1. Introduction
由于采用了 Berstein基函数，Bezier曲线具有许多良好的性质。但是作为多项式曲线，

在表示一些“基本”曲线时还是有所不足。例如半径为 1的圆弧曲线，其参数方程可表示为：
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圆弧曲线并不是多项式曲线，所以 Bezier曲线不可能精确表示像圆弧这样的简单曲线。经
过参数变换 t=tan(u/2)，可以把上面的圆弧表示为：
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这说明可以用有理多项式来精确表示圆弧曲线。事实上，有很多重要的曲线、曲面类型，

如圆、椭圆、双曲线、圆柱面、圆锥面、球面等，都无法用 Bezier来精确表示。由经典数
学可知，包括圆在内的所有二次曲线都可以用有理函数（即两个多项式相除）来表示，即如

下形式的有理函数来表示：、
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本文主要从齐次坐标的表示法上来理解有理 Bezier曲线的概念，及结合OpenCASCADE
中的 Bezier曲线来理解权因子的几何意义。
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2. Homogeneous Coordinates
在《计算几何》、《计算机图形学》或《计算机辅助几何造型技术》等书中，都会给出有

理曲线的齐次坐标（Homogeneous Coordinates）表示法，藉此来从几何上直观理解有理曲线
的意义。刚开始接触齐次坐标的概念时，很不能理解，原来这是射影几何中的一些概念。对

此概念陌生的读者可以参考丘维声的《解析几何》，其中对齐次坐标、交比等概念作了详细

解释。

现在我们来说明齐次坐标与仿射坐标的关系。设点M是平面 0 上的通常点，(x,y)是它
对于标架[O1:e1,e2]的仿射坐标，则OM 对于标架[O2:e1,e2,e3]的坐标就是(x,y,1)，于是点 M
的齐次坐标(x1,x2,x3)与(x,y,1)成比例：
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其中λ≠0.从而得：
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因此，通常点的齐次坐标和仿射坐标可以互相确定。有时我们把通常点M的仿射坐标
(x,y)称为它的非齐次坐标。

从四维 Euclidean空间的齐次坐标到三维 Euclidean空间的中心投影变换
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这里三维空间的点[X，Y，Z]称为四维空间点[X，Y，Z，ω]的透视像，就是四维空间
点[X，Y，Z，ω]在ω＝1超平面上的中心投影，其投影中心就是四维空间的坐标原点。因
此四维空间点[X，Y，Z，ω]与三维空间点[X，Y，Z]被认为是同一点。事实上，对任意 X，
Y，Z，ω1，ω2，其中ω1≠ω2，有：
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由上可知：一个点的齐次坐标不是唯一的。

在 CAGD中描述形状的空间曲线与曲面都要用到三维空间。但是人类思维能力的限制，
我们无法用图形或模型来表达从四维空间到三维空间的投影变换关系。为了理解这种投影变

换的几何关系，我们可以降低一维，考察从三维到二维空间的投影变换，如下图所示为三维

空间的齐次坐标到二维空间的投影。



Figure 2.1 A representation of Euclidean points to homogeneous form

关于中心投影、射影平面、齐次坐标、变比等概念，可参考丘维声的《解析几何》一书。



3. Bezier Curve Perspective Map
在理解射影变换（Perspective Map）及齐次坐标的概念后，可以构造有理 Bezier曲线的

几何模型。现假设给定控制点{Pi}，权因子{ωi}，我们构造带权控制点：
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然后在四维空间中定义非有理（即多项式）Bezier曲线：
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将带权控制点代入上式详细写出每一项得：
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以原点为中心，将四维的 Bezier曲线投影到ω＝1的三维超平面上，所得到的投影曲线为：
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消去λ即得到有理 Beizer曲线：
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4. The Effects of Weighting Factors
有理 Bezier曲线除了具有类似于 Bezier曲线的性质外，还增加了关于“权因子”(Weights)

的调整性质。

4.1 可退化性
当权因子ωi＝ω≠0时（i=0,1,...,n），有理 Bezier曲线退化成 Bezier曲线。因为ω相同，

所以有理 Bezier曲线公式中的ω可以消去，又根据 Bernstein 基函数的规范性即得。使用
OpenCASCADE的 Tcl脚本测试效果如下图所示：

Figure 4.1 Degeneracy of Rational Bezier Curve
相应的 Tcl脚本如下所示：
#

# Copyright (c) 2014 eryar All Rights Reserved.

#

# File : degenerate.tcl

# Author : eryar@163.com

# Date : 2014-09-19 18:10

# Version : 1.0v

#

# Description : Demonstrate the degeneracy of Rational Bezier Curve.

#

pload ALL

# Bezier Curve with Weighted Poles:

# {P(1,0), w(1)}, {P(1,1), w(1)}, {P{0,1}, w(1)}

2dbeziercurve bc1 3 1 0 1 1 1 1 0 1 1

v2d

2dfit

# Bezier Curve without weights:

2dbeziercurve bc2 3 1 0 1 1 0 1

mkedge e1 bc2 0 1



vdisplay e1

vtop

vfit

上述 Tcl脚本中先把权值相同的有理 Bezier曲线显示在二维窗口中，再将不带权的
Bezier曲线（控制节点与带权值相同），先生成 Edge，再在三维窗口中显示出来。由图可知，
当有理 Bezier曲线的权值相同时，即退化为非有理的 Bezier曲线。

4.2 当ω0≠0，ωn≠0时，对任意 u∈[0,1]，
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这说明只要ω0≠0，ωn≠0，有理 Bezier曲线 R(u)一定通过首末控制顶点 P0和 Pn。对
u∈[0,1]，当ωi越大，R(u)越趋向于 Pi；反之，当ωi越小，R(u)越远离 Pi。

可以看出ωi→∞的极限状态时，R(u)即过通过 Pi。使用 OpenCASCADE的 Tcl脚本来
验证得到如下图所示结果：

Figure 4.2 Rational Bezier Curve with different Weights
相应的 Tcl脚本如下所示：



#

# Copyright (c) 2014 eryar All Rights Reserved.

#

# File : degenerate.tcl

# Author : eryar@163.com

# Date : 2014-09-19 18:10

# Version : 1.0v

#

# Description : Demonstrate the Rational Bezier Curve with different weights.

#

pload ALL

set w1 0.1

set w2 0.5

set w3 1.0

set w4 2.0

set w5 5.0

set u 0.5

# 4 Bezier Curve with defferent Weighted Poles:

# {P(1,0), w(1)}, {P(1,1), w($w)}, {P{0,1}, w(1)}

2dbeziercurve bc1 3 1 0 1 1 1 $w1 0 1 1

2dbeziercurve bc2 3 1 0 1 1 1 $w2 0 1 1

2dbeziercurve bc3 3 1 0 1 1 1 $w3 0 1 1

2dbeziercurve bc4 3 1 0 1 1 1 $w4 0 1 1

2dbeziercurve bc5 3 1 0 1 1 1 $w5 0 1 1

# mark weight factor.

2dcvalue bc1 $u x1 y1

2dcvalue bc2 $u x2 y2

2dcvalue bc3 $u x3 y3

2dcvalue bc4 $u x4 y4

2dcvalue bc5 $u x5 y5

dtext x1 y1 w1=$w1

dtext x2 y2 w2=$w2

dtext x3 y3 w3=$w3

dtext x4 y4 w4=$w4

dtext x5 y5 w5=$w5

v2d

2dfit

上述代码显示了一条三个控制顶点 2次的有理Bezier曲线当控制顶点 P(1,1)对应的权因
子ω变化时的不同的情况。当ω增大时，导致曲线被拉向控制顶点；当ω减小时，导致曲线

被推离控制顶点。当ω趋于无穷大时，此时曲线将退化为与控制顶点重合的一个点。



5. Bezier Geometry Curve
OpenCASCADE中的 Bezier曲线 Geom_BezierCurve本身就是有理 Bezier曲线，且都是

基于 BSplCLib包实现的。即有理 Beizer曲线也是 NURBS曲线的特例。如下图所示：

当构造函数只有控制顶点时，将会构造一个非有理的 Beizer曲线。当构造函数将控制
顶点对应的权因子也设置进来时，将会构造一个有理 Bezier曲线。当构造有理 Beizer曲线
时，若控制顶点的所有权值都相同，则认为是非有理 Bezier曲线，即退化性质的体现。

6. Conclusion
综上所述，由齐次坐标表示法来理解有理 Bezier曲线的概念还是比较直观的，进而可

以去理解 NURBS曲线曲面的概念。
有理 Beizer曲线与非有理 Bezier曲线的区别就是权因子。若控制点对应的权因子都相

同时，有理 Beizer曲线退化为非有理 Bezier曲线。且权因子的值越大，则曲线越接近对应
的控制顶点。权因子对曲线还有很多重要性质，读者可以参考其他相关书籍。

OpenCASCADE中的 Beizer曲线是基于 BSplCLib包实现的，即是 NURBS曲线的特例。
所以可以表示有理有非有理的 Bezier曲线。
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