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动态规划方法求解矩阵连乘问题
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摘要：动态规划法是求解最优化问题的一种方法，该文主要研究其求解问题的基本思想及具体步骤，详细分析其用于矩阵链乘问题
上的算法设计，并给出其算法实现。
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1 动态规划的思想
动态规划是一种将复杂的问题分解为更小的、相似的子问题，并存储子问题的解而避免计算重复的子问题，以解决最优化问题

的算法策略。
动态规划主要应用于最优化问题，这类问题会有多种可能的解，每个解都有一个值，而动态规划找出其中最优解。 在求解的过

程中，动态规划也是通过求解局部子问题的解达到全局最优解，允许这些子问题不独立，也允许其通过自身子问题的解作出选择，
对每一个子问题只解一次，而且把结果保存起来，避免重复计算来提高效率。

2 动态规划方法求解矩阵连乘问题
2.1 矩阵连乘问题

给定 n 个矩阵{D1,D2,…,Dn}，其中 Di 与 Di+1 是可乘的，i=1,2,…,n-1。 因为矩阵乘法满足结合律，所以计算 n 个矩阵的连乘积
会有多种不同的计算顺序，而且计算顺序可以用加括号的方式来确定。 假设 n 个矩阵连乘积的计算顺序确定，则可以按照顺序调用
2 个矩阵相乘的方法计算出 n 个矩阵的连乘积。 若 D 是一个 r×s 矩阵，E 是一个 s×t 矩阵，计算乘积 C=DE 的方法中，需要进行 rst 次
数乘法运算。
矩阵连乘积的计算顺序不同，总的也不同，举例如下：
D1，D2，D3 分别是 5*50,50*100 和 100*10 的矩阵。 如果按照 ((D1D2)D3) 来计算， 则计算所需的总数乘次数是 5*50*100+

5*100*10=30000。 如果按照(D1(D2D3))来计算，则需要的数乘次数是 50*100*10+5*50*10=525000，整整是前者的 1.75 倍。 因而在计
算矩阵连乘积时，不同的加括号方式所导致的不同的计算对总计算量有很大的影响。 如何确定计算 n 个矩阵连乘积的一个计算顺
序，使得按照这个顺序计算矩阵连乘积所需要的数乘次数最少便成为一个的问题。

2.2 最优解的结构

把矩阵连乘积 DiDi+1...Dj 简记为 D[i:j]。 对于 D[1:n]的一个最优顺序，设这个计算顺序在矩阵 Dk 和 Dk+1 之间将矩阵链断开
(1<=k<n)，那么完全加括号的方式为((D1...Dk)(Dk+1...Dn))。 依此顺序，先分别计算 D[1:k]和 D[k+1:n]，然后把计算结果相乘得到 D[1:
n]，总计算量为 D[1:k]的计算量加上 D[k+1:n]的计算量，再加上 D[1:k]和 D[k+1:n]相乘的计算量。
可以证明，问题的关键在于：计算 D[1:n]的一个最优顺序所包含的计算矩阵子链 D[1:k]和 D[k+1:n]的顺序也是最优的。因而矩阵

连乘积计算顺序问题的最优解包含着其自身子问题的最优解。 这种最优子结构性质是问题可以用动态规划方法来求解的最重要特
征。

2.3 利用递归来定义最优值

假设计算 D[i:j](1<=i<=j<=n)所需最少的数乘次数为 a[i][j]，则原问题的最优值为 a[1][n]。 显然，当 i=j 时，a[i][j]=0。
根据上述最优子结构性质，当 i<j 时，若计算 D[i:j]的最优顺序在 Dk 和 Dk+1 之间断开，可以定义 a[i][j]=a[i][k]+a[k+1][j]+qi-

1*qk*qj(其中，Di 的维数为 qi-1*qi)。 因而有：
当 i=j 时，a[i][j]=0。
当 i<j 时，a[i][j]=min{a[i][k]+a[k+1][j]+qi-1* qk*qj} (i<=k<j)。
另外，若将对应于 a[i][j]的断开位置记为 r[i][j]，计算出最优值 a[i][j]后，就可以递归地由 r[i][j]构造出相应的最优解。

2.4 计算最优值

如果直接用 a[i][j]的计算公式，进行递归计算需要耗费指数计算时间。然而不同的子问题的个数只是 n 的平方项级。用动态规划
方法求解，可按照其递归式以自底向上的方式来计算。在计算过程中，保存已解决的子问题解。因而每个子问题只计算一次，在后面
需要时只要查找一下，通过这种方法避免了大量的重复计算，因而得到多项式时间的算法。 下面给出计算 a[i][j]的动态规划算法：
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void multiMatrix (int * q, int n, int * * a, int * * r){
for ( int i=1;i<=n;i++)

a[i][i]=0;
for ( int f=2;f<=n;f++)

for ( int i=1;i<=n-f+1;i++) {
int j=i+f-1;
a[i][j]=a[i+1][j]+q[i-1]*q[i]*q[j];
r[i][j]=i;
for(int k=i+1;k<j;k++) {

int t=a[i][k]+a[k+1][j]+q[i-1]* q[k]*q[j];
if (t<a[i][j]){

a[i][j]=t;
r[i][j]=k;

} } } }
算法开始设置 a[i][i]=0(i=1,2,...,n)，然后根据递归式按照矩阵链长的递增方式计算出各个 a[i][j]，在计算某个固定的 a[i][j]时，只用

到已经计算出的 a[i][k]和 a[k+1][j]。 经过分析可以得出，算法用 O(n^2)的空间消耗大大降低了时间复杂度，算法时间的上界为 O(n^3)。
2.5 构造最优解
通过上面算法得到了计算所给矩阵连乘积所需的最少数乘次数，但是还不知道应该按照什么顺序来做两矩阵的简单乘法才能

达到这个最少数乘次数。 在 r[i][j]已经保存了构造最优解所需要的信息，从 r[1][n]记录的信息可以知道计算 D[1:n]的最优加括号方式
为(D[1:r[1][n]])(D[r[1][n] +1:n])。 同理，前后部分的最优加括号方式又可以根据数组 r 的相应元素得出。 如此递推，最终可以确定 D[1:
n]的最优完全加括号方式，即得出问题的一个最优解。

3 结束语
动态规划方法中，每步所作的选择往往依赖于相关子问题的解。 因而只有在解出相关子问题后，才能做出选择，所以动态规划

算法通常是以自底向上的方式解各子问题的解，进而求出原问题的解。 实际求解过程中，子问题会有大量的重复，而动态规划就是
对重复出现的子问题，只在第一次遇到时进行求解，并把解保存起来，让以后再遇到时直接引用，不必重新求解。
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